Cadre : On pose T = R/27Z, et on considére des fonction 2w-périodiques
que l'on identifie a des fonctions f: T — C.

I Définitions et premieres propriétés

1) Définition des séries de Fourier

Définition 1. On pose CM (T) l'espace vectoriel des fonctions f : T — R
continues par morceaux, et C(T) le sous-espace vectoriel formé des fonc-
tions continues. On considére LP(T) comme identifié avec LP([0, 27]).

Définition 2. Les coefficients exponentiels de Fourier de f € L!(T) sont :
1 2

i t —’intdt
5| e

en(f) = (neZ)

Les coefficients trigonométriques de Fourier de f € L*(T) sont :

L[ .
;/0 f(¢) sin(nt) dt

Proposition 3. Soient f € LY(T) et n € N, alors :

anlf) = = / " f(t) cos(nt) dt , bu(f) = (neN)

{ CN(f) = %(an(f>_lbn(f)) o { an(f) = Cn(f)—i-c,n(f)
cn(f) = 5(an(f) +ibn(f)) bu(f) = ilen(f) —c=nlf))
Proposition 4. Soient f € LY(T) et n € N, alors :

(i) Si f est paire, an(f) = 2 [ f(t) cos(nt)dt et by(f) =0.

(i) Si f est impaire, by ( )sin(nt) dt et a,(f) = 0.

_2f0

Exemple 5. Soit f1 : R — R impaire et 2mw-périodique définie par

fi(t) =5 — |z — | sit €[0,7]. Alors, pour toutn € N :
4(-1)"
an(f1) =0, ban(f1) =0, bans1(f1) = 77(2(71_'_)1)2

Exemple 6. Soit fo : R — R impaire et 2mw-périodique définie par
fa(t) = sin?(t) sit € [0, 7). Alors, pour tout n € N :

-8
m(2n—1)(2n +1)(2n + 3)

an(f2) =0, ban(f2) =0, bant1(f2) =

Exemple 7. Soit f3 : R — R paire et 2m-périodique définie par f5(t) = |t|
sit € [—m,m]|. Alors, pour tout n € N :

—4

ao(fs) =7, asn(fs) =0, asnt1(f3) = @12’

Définition 8. Soit f € Ll(']I‘). On appelle série de Fourier de f la série :
—|— Z an(f
Pour N € N, on appelle somme de Fourier d’ordre N :
—|— Z an(f

Exemple 9. S(f1)(t) =23, %

oo

Z Cn(f) int _

n=—oo

S(f) = ) cos(nt) + by, (f) sin(nt))

N

Y calfe =

n=—N

Sn(f) = ) cos(nt) + by, (f) sin(nt))

sin((2n+1)t)
n=0 (2n—1)(2n+1)(2n+3)

Exemple 10. S(f2)(t) = =23

Exemple 11. S(f3)(t) =T — 45> (g(jf;””

2) Premiéres propriétés
Proposition 12. Soient f € L*(T), a € R et k,n € Z. Alors :
(i) en(f) = c=n(f) (00 f(2) = f(=2))

(”) Cn(f) = C—n(f)

(i) cn(Taf) = e~ en(f) (ou (Taf)(x)v: flx—a))

(Z'U) Cn(ekf) = Cn—k(.f)en (07)' ek(t) = tlkt)
Exemple 13. Soit f : R — R définie par f(t) =
neZ, comi1(f) =0 et con(f) =1 Oﬂ ifégyi dt.
Proposition 14. Soit f € C(T) de classe C' par morceauz. Alors
'€ CM(T) et, pour tout n € Z, on a ¢, (f') = incy(f).

Théoréme 15 (Riemann-Lebesgue). Soit f € LY(T). Alors c,(f) tend

vers 0 lorsque n tend vers co.

Corollaire 16. Soient k € N* et f € O(T) de classe C*~! sur R et C*
par morceaux sur R. Alors :

=0 () = o (&) min- o (%)

m, alors, pour tout
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IT Convolution et noyaux trigonométriques

1) Produit de convolution

Définition 17. Soient f,g € CM(T). On appelle produit de convolution
de f et g la fonction f*g: R — R définie par :
2m

VEER, (fxg)t) =5 | [flt—2)g(w)dw

Proposition 18. Soient f,g € CM(T), alors :
(i) f+ge€CM(T)
(i) ¥n € Z. cu(f +9) = eu(Fealo) |
(iii) YVt € R, (f*g)(t) = 302 calflen(g)e™
(iv) Vn€Z, fxe,=cp(f)en
Proposition 19. L’application f +— (cn(f))nez est un homomorphisme
d’algébre de (L*(T),x, ||.||l,) dans (co(Z) ) continu et de norme 1.

a'ﬁ”'”oo

2) Noyaux trigonométriques

Définition 20. Soit N € N. La fonction Dy = Zg:_zv en est appelée
noyau de Dirichlet d’ordre V.
(i) Dy est paire, 2m-périodique et vérifie :

1 s

— Dyt)dt =1
2w ~()

Proposition 21.

—T
(i) D est le prolongement par continuité & R de la fonction :

T — R

PN sin(‘(‘Nt%)t)
sin(3)

(iii) Pour tout f € L'(T), on a Sy(f) = f * Dy

PO . . N .
Définition 22. Soit N € N. La fonction Fy = ﬁ > n—o Dn est appelée
noyau de Fejér d’ordre N.

Proposition 23. Pour NeN etteT, ona :

sin( &L ?
Eat) = N:—l ( sfn(zt)t)>

2

Corollaire 24. (Fy)nyen est une approximation de 'identité.

IIT Convergence et séries de Fourier

1) Convergence de Fejér

Théoréme 25 (Fejér). Pour f € C(T), la moyenne de Cesaro des
sommes partielles de la série de Fourier de f converge uniformément
vers f sur T.

Corollaire 26. Tout élément de C(T) est limite uniforme d’une suite de
polynomes trigonométriques.

Corollaire 27. Soit f € C(T). Si (cn(f))nez =0, alors f = 0.

2) Convergence dans L?

Proposition 28. Pour f € L*(T), la somme Sn(f) est la projection
orthogonale de f sur l’ensemble des polynomes trigonométriques de degré
inférieur ou égal a N.

Théoréme 29 (Bessel). Pour f € L?>(T) et N €N, on a :

N 1 2
lea(PHlz =D lenl(N) < */ F (@) dt = 115
n=—N 0

2

Théoréme 30 (Parseval). Pour f € L*(T), Y07 |en(f)* = || f]]5-
Corollaire 31. Pour f € L*(T), Sx(f) converge vers f dans L*(T).

3) Convergence de la série de Fourier

Théoréme 32 (Dirichlet). Soit f : T — C de classe C* par morceausr.
Alors la série de Fourier de f converge simplement sur R vers f la régu-

larisée de f. (f(zx) = %(f(ﬂﬁ') + f(z7)))

Exemple 33. (Sy(f2))nen converge simplement vers fa, on a done, pour
_ sin((2n+1)t
tout t € T, que fa(t) = 3 32070, (2njir)lgn11)zz)n+3)'

Exemple 34. (Sy(f3))nen converge simplement vers fs, on a done, pour

s((2n+1)t
tout t € T, que fa(t) = § — 2 300 ) <)o

Théoréme 35. Soit f : T — C continue et de classe C' par morceaux.
Alors la série de Fourier de f converge normalement sur R vers f.

Exemple 36. (Sy(f1))nven converge normalement vers fi, on a donc,

pour tout t € T, que fi(t) =237 W
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IV  Applications Développements

1) Calcul de sommes particuliéres — Formule sommatoire de Poisson (39,40) [ ]
— Equation de la chaleur sur le cercle (41) | ]
Exemple 37. En évaluant f1 en 3, on obtient :

i 1 i 1 7r2 Références
—— = —  puis — =—
cen+12 8 P L2
B [ ] Mohammed El Amrani. Suites et séries numériques, Suites et
Exemple 38. En appliquant la formule de Parseval a f1, on obtient séries de fonctions. Ellipses, 2011
[ | Xavier Gourdon. Les Maths en Téte : Analyse. Ellipses, 2008
i 1 B t . i r m [ ]| Bernard Candelpergher. Calcul intégral. Cassini, 2009
eyt 96 MM ZeniT 0

2) Formule sommatoire de Poisson
Théoréme 39. Soit F : LY(R) N COR). On note, pour tout n € N,
n) = [, F(t)e=™ dt. On suppose :
IM >0,3a> 1, Vo R, |[F(z)| < M(1+[z))™ et Y [F(n)] < +o0
nez

Alors on a la relation :

2r Y F(2mn) =Y F(n)

n€e”Z neEZ
Application 40. Pour tout s >0, on a :

_ 7rk2
2 e wn/s__ Vﬁ’E P

nez ne”Z

3) Equation de la chaleur sur le cercle

Pour uy € L?(T), on considére I'équation différentielle :

%?,W 0 sur R™ x T (%)
u(0,.) = uo dans L?(T)

Théoréme 41. [l existe une unique solution u de (x) de classe C* sur
R x T, avec u(t,.) tendant vers ug dans L*(T) quand t tend vers 0.
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