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Cadre : On pose T = R/2πZ, et on considère des fonction 2π-périodiques
que l’on identifie à des fonctions f : T→ C.

I Définitions et premières propriétés

1) Définition des séries de Fourier
Définition 1. On pose CM(T) l’espace vectoriel des fonctions f : T→ R
continues par morceaux, et C(T) le sous-espace vectoriel formé des fonc-
tions continues. On considère Lp(T) comme identifié avec Lp([0, 2π]).

Définition 2. Les coefficients exponentiels de Fourier de f ∈ L1(T) sont :

cn(f) = 1
2π

∫ 2π

0
f(t)e−int dt (n ∈ Z)

Les coefficients trigonométriques de Fourier de f ∈ L1(T) sont :

an(f) = 1
π

∫ π

0
f(t) cos(nt) dt , bn(f) = 1

π

∫ π

0
f(t) sin(nt) dt (n ∈ N)

Proposition 3. Soient f ∈ L1(T) et n ∈ N, alors :{
cn(f) = 1

2 (an(f)− ibn(f))
c−n(f) = 1

2 (an(f) + ibn(f)) et
{
an(f) = cn(f) + c−n(f)
bn(f) = i(cn(f)− c−n(f))

Proposition 4. Soient f ∈ L1(T) et n ∈ N, alors :
(i) Si f est paire, an(f) = 2

π

∫ π
0 f(t) cos(nt) dt et bn(f) = 0.

(ii) Si f est impaire, bn(f) = 2
π

∫ π
0 f(t) sin(nt) dt et an(f) = 0.

Exemple 5. Soit f1 : R → R impaire et 2π-périodique définie par
f1(t) = π

2 − |x−
π
2 | si t ∈ [0, π]. Alors, pour tout n ∈ N :

an(f1) = 0 , b2n(f1) = 0 , b2n+1(f1) = 4(−1)n

π(2n+ 1)2

Exemple 6. Soit f2 : R → R impaire et 2π-périodique définie par
f2(t) = sin2(t) si t ∈ [0, π]. Alors, pour tout n ∈ N :

an(f2) = 0 , b2n(f2) = 0 , b2n+1(f2) = −8
π(2n− 1)(2n+ 1)(2n+ 3)

Exemple 7. Soit f3 : R → R paire et 2π-périodique définie par f3(t) = |t|
si t ∈ [−π, π]. Alors, pour tout n ∈ N :

a0(f3) = π , a2n(f3) = 0 , a2n+1(f3) = −4
π(2n+ 1)2 , bn(f3) = 0

Définition 8. Soit f ∈ L1(T). On appelle série de Fourier de f la série :

S(f) =
∞∑

n=−∞
cn(f)eint = a0(f)

2 +
∞∑
n=1

(an(f) cos(nt) + bn(f) sin(nt))

Pour N ∈ N, on appelle somme de Fourier d’ordre N :

SN (f) =
N∑

n=−N
cn(f)eint = a0(f)

2 +
N∑
n=1

(an(f) cos(nt) + bn(f) sin(nt))

Exemple 9. S(f1)(t) = 4
π

∑∞
n=0

(−1)n sin((2n+1)t)
(2n+1)2

Exemple 10. S(f2)(t) = −8
π

∑∞
n=0

sin((2n+1)t)
(2n−1)(2n+1)(2n+3)

Exemple 11. S(f3)(t) = π
2 −

4
π

∑∞
n=0

cos((2n+1)t)
(2n+1)2

2) Premières propriétés
Proposition 12. Soient f ∈ L1(T), a ∈ R et k, n ∈ Z. Alors :

(i) cn(f̌) = c−n(f) (où f̌(x) = f(−x))
(ii) cn(f) = c−n(f)
(iii) cn(τaf) = e−inacn(f) (où (τaf)(x) = f(x− a))
(iv) cn(ekf) = cn−k(f)en (où ek(t) = tikt)

Exemple 13. Soit f : R → R définie par f(t) = 1
1+cos2 t , alors, pour tout

n ∈ Z, c2n+1(f) = 0 et c2n(f) = 1
π

∫ π
0

cos(2nt)
1+cos2 t dt.

Proposition 14. Soit f ∈ C(T) de classe C1 par morceaux. Alors
f ′ ∈ CM(T) et, pour tout n ∈ Z, on a cn(f ′) = in cn(f).
Théorème 15 (Riemann-Lebesgue). Soit f ∈ L1(T). Alors cn(f) tend
vers 0 lorsque n tend vers ±∞.
Corollaire 16. Soient k ∈ N? et f ∈ C(T) de classe Ck−1 sur R et Ck
par morceaux sur R. Alors :

cn(f) = o
n→∞

(
1
|n|k

)
, an(f) = o

n→∞

(
1
nk

)
, bn(f) = o

n→∞

(
1
nk

)
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II Convolution et noyaux trigonométriques

1) Produit de convolution
Définition 17. Soient f, g ∈ CM(T). On appelle produit de convolution
de f et g la fonction f ∗ g : R → R définie par :

∀ t ∈ R, (f ∗ g)(t) = 1
2π

∫ 2π

0
f(t− x)g(x) dx

Proposition 18. Soient f, g ∈ CM(T), alors :
(i) f ∗ g ∈ CM(T)
(ii) ∀n ∈ Z, cn(f ∗ g) = cn(f)cn(g)
(iii) ∀ t ∈ R, (f ∗ g)(t) =

∑∞
n=−∞ cn(f)cn(g)eint

(iv) ∀n ∈ Z, f ∗ en = cn(f)en
Proposition 19. L’application f 7→ (cn(f))n∈Z est un homomorphisme
d’algèbre de (L1(T), ∗, ‖.‖2) dans (c0(Z), ·, ‖.‖∞) continu et de norme 1.

2) Noyaux trigonométriques

Définition 20. Soit N ∈ N. La fonction DN =
∑N
n=−N en est appelée

noyau de Dirichlet d’ordre N .
Proposition 21. (i) DN est paire, 2π-périodique et vérifie :

1
2π

∫ π

−π
DN (t) dt = 1

(ii) DN est le prolongement par continuité à R de la fonction :

T −→ R
t 7−→ sin((N+ 1

2 )t)
sin( t2 )

(iii) Pour tout f ∈ L1(T), on a SN (f) = f ∗DN .

Définition 22. Soit N ∈ N. La fonction FN = 1
N+1

∑N
n=0 Dn est appelée

noyau de Fejér d’ordre N .
Proposition 23. Pour N ∈ N et t ∈ T, on a :

Fn(t) = 1
N + 1

(
sin(N+1

2 t)
sin( t2 )

)2

Corollaire 24. (FN )N∈N est une approximation de l’identité.

III Convergence et séries de Fourier

1) Convergence de Fejér
Théorème 25 (Fejér). Pour f ∈ C(T), la moyenne de Cesàro des
sommes partielles de la série de Fourier de f converge uniformément
vers f sur T.
Corollaire 26. Tout élément de C(T) est limite uniforme d’une suite de
polynômes trigonométriques.
Corollaire 27. Soit f ∈ C(T). Si (cn(f))n∈Z = 0, alors f = 0.

2) Convergence dans L2

Proposition 28. Pour f ∈ L2(T), la somme SN (f) est la projection
orthogonale de f sur l’ensemble des polynômes trigonométriques de degré
inférieur ou égal à N .
Théorème 29 (Bessel). Pour f ∈ L2(T) et N ∈ N, on a :

‖cn(f)‖2
2 =

N∑
n=−N

|cn(f)|2 6
1

2π

∫ 2π

0
|f(t)|2 dt = ‖f‖2

2

Théorème 30 (Parseval). Pour f ∈ L2(T),
∑∞
n=−∞ |cn(f)|2 = ‖f‖2.

Corollaire 31. Pour f ∈ L2(T), SN (f) converge vers f dans L2(T).

3) Convergence de la série de Fourier
Théorème 32 (Dirichlet). Soit f : T → C de classe C1 par morceaux.
Alors la série de Fourier de f converge simplement sur R vers f̃ la régu-
larisée de f . (f̃(x) = 1

2 (f(x+) + f(x−)))
Exemple 33. (SN (f2))N∈N converge simplement vers f2, on a donc, pour
tout t ∈ T, que f2(t) = −8

π

∑∞
n=0

sin((2n+1)t)
(2n−1)(2n+1)(2n+3) .

Exemple 34. (SN (f3))N∈N converge simplement vers f3, on a donc, pour
tout t ∈ T, que f3(t) = π

2 −
4
π

∑∞
n=0

cos((2n+1)t)
(2n+1)2 .

Théorème 35. Soit f : T → C continue et de classe C1 par morceaux.
Alors la série de Fourier de f converge normalement sur R vers f .
Exemple 36. (SN (f1))N∈N converge normalement vers f1, on a donc,
pour tout t ∈ T, que f1(t) = 4

π

∑∞
n=0

(−1)n sin((2n+1)t)
(2n+1)2 .
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IV Applications

1) Calcul de sommes particulières
Exemple 37. En évaluant f1 en π

2 , on obtient :

∞∑
n=0

1
(2n+ 1)2 = π2

8 puis
∞∑
n=1

1
n2 = π2

6

Exemple 38. En appliquant la formule de Parseval à f1, on obtient
∞∑
n=0

1
(2n+ 1)4 = π4

96 puis
∞∑
n=1

1
n4 = π4

90

2) Formule sommatoire de Poisson
Théorème 39. Soit F : L1(R) ∩ C0(R). On note, pour tout n ∈ N,
F̂ (n) =

∫
R F (t)e−int dt. On suppose :

∃M > 0, ∃α > 1, ∀x ∈ R, |F (x)| 6M(1 + |x|)−α et
∑
n∈Z
|F̂ (n)| < +∞

Alors on a la relation :

2π
∑
n∈Z

F (2πn) =
∑
n∈Z

F̂ (n)

Application 40. Pour tout s > 0, on a :∑
n∈Z

e−πn
2s = 1√

s

∑
n∈Z

e−
πk2
s

3) Équation de la chaleur sur le cercle
Pour u0 ∈ L2(T), on considère l’équation différentielle :{

∂u
∂t −

∂2u
∂x2 = 0 sur R+? × T

u(0, .) = u0 dans L2(T) (∗)

Théorème 41. Il existe une unique solution u de (∗) de classe C2 sur
R+? × T, avec u(t, .) tendant vers u0 dans L2(T) quand t tend vers 0.

Développements
— Formule sommatoire de Poisson (39,40) [Gou08]
— Équation de la chaleur sur le cercle (41) [Can09]

Références
[Amr11] Mohammed El Amrani. Suites et séries numériques, Suites et
séries de fonctions. Ellipses, 2011
[Gou08] Xavier Gourdon. Les Maths en Tête : Analyse. Ellipses, 2008
[Can09] Bernard Candelpergher. Calcul intégral. Cassini, 2009


	246 - Séries de Fourier. Exemples et applications.

